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R f s u m ~ n  rappelle les formules de la conductivit6 61ectrique, du nombre de transport de l'eau et de 
la perm/mbilit6 hydraulique pour une membrane 6changeuse d'ions fi ionisation variable, dans les moddles 
de frottement de Spiegler homogfne et hftfrogfne ainsi que dans le modfle de diffusion de Stefan-Maxwell 
lorsque la concentration du co-ion est nulle. L'ftude expfrimentale nous a amen6 ft. mesurer ces trois 
grandeurs pour une membrane ft. groupements fonctionnels carboxyliques, avec une trfs faible concen- 
tration de l'flectrolyte support. Les coefficients symftriques de frottement et de diffusion mutuels sont 
obtenus fi partir du nombre de transport de l'eau ~ ionisation totale et de la conductivit6 61ectrique fi taux 
de neutralisation variable, traitfe par la mfthode statistique de la rfgression linfaire multiple. La 
comparaison entre les permfabilitfs hydrauliques expfrimentales et calculfes montre que les modfles de 
Stefan-Maxwell et de Spiegler hftfrogfne dfcrivent mieux le transfert de matifre ft. travers la membrane 
6tudife que le modfle de frottement de Spiegler homogfne. 

l. INTRODUCTION 

Depuis la publication de Staverman [1], le transfert de 
matifre fi travers les membranes 6changeuses d' ions 
est en gfnfral  interprft~ par la thermodynamique des 
processus irrfversibles. Les modfles les plus utilisfs/t 
l 'heure actuelle sont ceux proposfs par Spiegler [2] et 
par Scattergood et al. [3]. Mais les rfsultats expfri- 
mentaux ne permettent pas de trouver des coefficients 
sym&riques de frottement ou des coefficients de 
diffusion mutuels constants, dfcrivant le com- 
portement de la membrane quelle que soit la concen- 
tration des espfces qu'elle contient. Au contraire, la 
plupart des expfrimentateurs se sont rfsolus ~ tracer 
les courbes de variation de ces coefficients avec la 
concentration de l'61ectrolyte d 'fquilibrage [4]. 

C'est cette contradiction entre les thfories qui 
stipulent que les coefficients sont constants, et les 
rfsultats expfrimentaux obtenus sur des membranes 

groupes 6changeurs forts, qui nous a amen6 
entreprendre une 6tude dftaillfe de l 'fquilibre [5] et 
du transfert de matifre [6-8] fi travers une membrane 
fi groupes fonctionnels faiblement acides. 

En effet, il est nfcessaire pour entreprendre une 
telle 6tude, de trouver des 6changeurs d ' ions pour 
lesquels les concentrations des espfces varient de 
faqon importante. Dans les 6changeurs d' ions /t 
groupes fonctionnels fortement acides ou basiques, la 
variation de la molarit6 des espfces ~ l ' intfrieur de la 
membrane est obtenue en modifiant la concentration 
de la solution d'fquilibrage. Mais comme 1'fchangeur 
d' ions exclut l'61ectrolyte (exclusion de Donnan) ,  la 
concentration du contre-ion ne varie que faiblement. 
La pr6sence du co-ion, en faible quanti tf ,  nfcessite la 
mise au point de six expfriences de transfert de 
matifre indfpendantes.  Elle reprfsente par ailleurs 

une source d'erreur importante fi cause de la faible 
prfcision des mfthodes de mesure de sa concen- 
tration. 

Par contre, pour les membranes fi groupes 
6changeurs faiblement acides ou faiblement basiques, 
que nous appelons membranes fi ionisation variable, 
on peut travailler ~ trfs faible concentration de 
l'61ectrolyte d'fquilibrage [9], la variation de concen- 
tration des espfces &ant obtenue par neutralisation 
graduelle des sites fonctionnels. On observe alors de 
trfs grandes variations de la molarit6 de l'eau, des 
sites fonctionnels et des contre-ions, tout en gardant 
nfgligeable celle des co-ions. L 'f tude d 'un  tel systfme 
ne nfcessite que la mise au point de trois expfriences 
de transfert de matifre indfpendantes.  

Dans un premier temps, nous rappelons la 
dffinition de la reprfsentation homogfne et hftfro-  
gfne d 'une membrane 6changeuse d'ions fi groupes 
fonctionnels faiblement acides, puis nous 6crivons les 
6quations de transfert de matifre de Spiegler et de 
Stefan-Maxwell en mettant  en exergue leur simili- 
tude. Ces 6quations permettent alors de calculer les 
expressions de la conductivitf,  61ectrique, du nombre 
de transport  de l 'eau et de la permfabilit6 hydrau- 
iique d 'une membrane fi ionisation variable dans 
chaque modfle. 

Nous rappelons les rfsultats expfrimentaux 
concernant la membrane carboxylique que nous 
6tudions, constitufe par du polyalcool vinylique 
greff6 par de l'acide acrylique. A partir de la valeur 
du nombre de transport  de l 'eau ~i ionisation totale 
et de la conductivit6 61ectrique/t ionisation variable 
nous pouvons calculer, pour les trois 6quations de 
transfert de matifres, les coefficients de frottement 
sym&riques et de diffusion mutuels /t l 'aide de la 
mfthode statistique de la rfgression linfaire multiple. 
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Le test des trois mod61es s'effectue en comparant 
les perm6abilit6s hydrauliques calcul6es aux perm6- 
abilit6s hydrauliques exp6rimentales. 

2. LA REPR]gSENTATION D'UNE MEMBRANE 
]~CHANGEUSE D'IONS A IONISATION VARIABLE: 

EXEMPLE D'UNE MEMBRANE FAIBLEMENT ACIDE 

L'6changeur d'ions, dans son ensemble, est repr6- 
sent6 [2] par un m61ange homog6ne d'esp6ces immo- 
biles (repr6sentant le polym~re), et d'esp6ces mobiles 
(eau et ions). Pour une membrane d ionisation vari- 
able, le polym6re ne peut l'&re par une seule esp6ce: 
il existe par exemple pour une membrane faiblement 
acide des groupes fonctionnels ionis6s R -  et des sites 
fonctionnels non ionis6s RH. 

L'esp6ce R- ,  repr6sentative des sites fonctionnels 
ionis6s, est compos6e du site fonctionnel ionis6 pro- 
prement dit, ainsi que des chaines de polym6res 
avoisinantes, qui ensemble constituent le motif r6p6- 
titif du polym6re lorsque l'6changeur d'ions est total- 
ement ionis6 [10]. En d'autres termes, la matrice du 
polym6re totalement ionis6 est divis6e en portions de 
mati6re strictement 6gales, contenant chacune un site 
fonctionnel. L'esp6ce repr6sentant les sites fonc- 
tionnels non ionis6s, est obtenue par l 'adjonction de 
l'ion neutralisant (H ÷ dans ies cas d'un 6changeur de 
cations). L'esp6ce R -  peut 6galement 6tre hydrat6e, 
tandis que l'esp6ce RH ne l'est pas en g6n6ral. 

La proportion relative des deux esp6ces repr6sent- 
ant la matrice de la membrane varie au cours de la 
neutralisation, l'esp6ce RH 6tant graduellement rem- 
plac6e par l'esp6ce R- .  Nous utilisons le symbolisme 
propos6 par Spiegler [2]: le chiffre 1 repr6sente le 
contre-ion, 2--1e co-ion, 3--1'eau et 4---l'esp6ce "site 
fonctionnel ionis6". Pour symboliser l'esp6ce "site 
fonctionnel non ionis6" nous utilisons le chiffre 5. On 
peut remarquer qu'une membrane fortement acide est 
identique fi une membrane faiblement acide total- 
ement ionis6e. 

3. LE MODI~,LE DE FROTTEMENT 
DE SPIEGLER HOMOGI~NE 

Rappels sur le moddle de Spiegler homogdne [2] 
Dans ce paragraphe, nous n'insistons pas sur la 

th6orie de la thermodynamique des processus irr6- 
versibles lin6aires, qui apparalt dans la plupart des 
articles concernant le transfert de mati&e fi travers les 
membranes 6changeuses d'ions. Nous soulignons par 
contre, les analogies formelles entre les mod61es que 
nous 6tudions. 

La d6marche suivie par Spiegler [2] est essen- 
tiellement intuitive. I1 utilise une analogie m6canique 
pour introduire son mod61e: ie traitement est fond6 
sur la simple loi qui exprime que la force de frot- 
tement d'un objet glissant sur un autre objet, est 
proportionnelle fi leur vitesse relative. Cette loi de la 
m6canique a &6 transpos6e par Spiegler ~ 1'6chelle 
mol6culaire: il postule que la force d'interaction entre 
une mole d'une particule i avec les particules k 
voisines est caract6ris6e par une force de frottement 
F~, proportionnelle ~ la vitesse relative moyenne de 
l'esp6ce i par rappor t / t  l'esp6ce k: 

Fik = --fk(Ui- Uk). (1) 

Le coefficient f~ est le coefficient de frottement 
d'une mole de l'esp6ce i avec les particules k se 
trouvant dans son voisinage. Spiegler admet par 
ailleurs, que les interactions entre les deux esp6ces 
sont proportionnelles fi la molarit6 c~ des particules 
k. II d6finit le coefficient de frottement sym&rique Ka 
qui repr6sente les interactions entre une mole de i et 
une mole de k: 

K,k =fk/ck. (2) 

Ecrivons que la force d'interaction d'une mole de 
i sur une mole de k est 6gale ¢n valeur absolue et 
oppos6e ~ la force d'interaction d'une mole de 
l'esp6ce k sur une mole de l'esp6ce i: 

F~k + Fk, = 0 (3) 

et 

--fi,(ui- Uk)/Ck --fki(Uk -- ui)/G = 0. (4) 

D'od: 

et 

f~,/ck = f ,  dc, (5) 

K~ = K~,. (6) 

Ce coefficient, du fait de cette propri&6, est appel6 
coefficient sym6trique de frottement. Pour 6crire les 
6quations de transfert de matidre, on applique la loi 
de Newton: lorsque le r6gime permanent est atteint la 
r6sultante des forces s'exerqant sur une mole de 
l'esp6ce i e s t  nulle. 

L'esp6ce i n'est soumise qu'~ la force g6n6ralis6e F~ 
et aux forces de frottement F~ avec les autres esl~ces. 
Dans un syst6me comprenant n esp6ces au total 
(esp6ces mobiles et immobiles), la loi de Newton 
s'exprime par: 

k=n  

F,+ ~ F,k=O. (7) 
k = l  

Dans un syst6me unidimensionnel de transfert de 
mati6re, /t temp6rature constante, pour une esp6ce 
mobile i soumise ~ une force 61ectrique, fi une force 
de pression hydrostatique et un gradient de potentiel 
chimique: 

__Zi FdE ~i dp dl~=~"ckKu,( ' l~_~)  
d z -  dz dz k=l \C~ • (8) 

Dans cette expression on a remplac6 les vitesses u~, en 
fonction des flux molaires Jr d6finis par: 

u, = J,/c,. (9) 

On caract6rise, dans ce mod61e, les concentrations 
des esp6ces par les molarit6s rapport6es fi l'ensemble 
du polym6re, et les flux par les flux molaires rapport6s 
fi l 'aire droite de la membrane. 

Montrons que le mod61e de frottement de Spiegler 
est compatible avec la thermodynamique des pro- 
cessus irr6versibles lin6aires. II y a autant d'6quations 
lingaires et autant de flux Jk que d'espdces mobiles. 
On obtient done un syst6me d'6quations lin6aires du 
type: 

k ~ n  

F~ = E Ri~Jk" (10) 
k = l  

Les forces g6n6ralis6es sont des combinaisons 
lin6aires des flux molaires. Les coefficients R~k sont 
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les coefficients ph6nom6nologiques de r6sistance 
d'Onsager [10]. 

Montrons que le syst6me d'6quations est sym- 
6trique. En comparant les 6quations (8) et (10) on 
obtient: 

k=n 

R , =  ~ cigik/C i. (11) 
k=l.k#i 

De m6me: 

Rik = -- Kik et Rki = -- Kki. (1 2) 

Nous avons d6montr6 pr6chdemment (equation 6) 
l'6galit6 des coefficients sym6triques de frottement K, k 
et Kk, Dans ces conditions: 

Rki = Rik. (13) 

La matrice de transfert de mati6re est donc sym- 
6trique. 

Si par ailleurs, les functions d'6tat thermo- 
dynamique existent et ont les valeurs qu'elles auraient 
si le syst6me 6tait h l'6quilibre, le mod61e de frot- 
tement de Spiegler est compatible avec la thermo- 
dynamique des processus irr6versibles lin6aires. Nous 
appelons d6sormai~ ce mod61e, le mod61e de Spiegler 
homog6ne; en effei les flux sont calcul6s en prenant 
pour r6f6rence l'aire droite de la membrane, et les 
molarit6s sont rapport6es au volume total du poly- 
m6re. 

Calcul des grandeurs mesurables pour un dchangeur 
d'ions dt ionisation variable 

Le but de notre 6tude est d'6valuer les mod61es de 
transfert de mati6re dans les membranes 6changeuses 
d'ions, en prenant comme exemple une membrane 
faiblement acide, avec une concentration en co-ions 
n6gligeable. Les 6tudes exp6rimentales ont port6 sur 
la conductivit6 61ectrique et la perm6abilit6 hydrau- 
lique en cours de neutralisation, ainsi que sur le 
nombre de transport de l'eau ~t ionisation totale. 
Nous calculons chacune de ces relations dans le 
mod61e de Spiegler homog6ne. Ces calculs ont ~t6 
effectu6s dans une pr6c6dente publication [11]; nous 
n'en rappelons que les principaux r6sultats. 

La conductivitd blectrique et le nombre de transport 
de l'eau sont mesur6s lorsque seul un gradient de 
potentiel 61ectrique est appliqu6 ~i la membrane. Dans 
ces conditions le syst6me d'6quations (8) s'6crit: 

uzdE J' ( ) - - Z 1 F - -  i -  = - -  gl3c 3 + K14c4 + K15c5 -- J3KI3 
c~ 

O= - JIK~3 +J3 
C3 

X (K13Cl + K34c4+K35cs). (14) 

La conductivit6 61ectrique est d6finie par: 

JxZ~F 
k = dE'  (15) 

dz 
Son expression dans le mod61e de Spiegler homog6ne 
s'6crit: 

k = 

Le nombre de transport de J'eau tw est ie nombre de 
moles d'eau transf6r6 par Faraday: 

t w = J3/ZjJt. (17) 

Les 6quations (14) et (17) donnent: 

K13¢3 
tw = Zl(Kl3Cl + Kuc4 + K35c5)" (18) 

Permdabilit~ hydraulique 

La perm6abilit6 hydraulique fi intensit6 de courant 
nulle est mesur6e lorsque la membrane s6pare deux 
solutions de m~me concentration. On applique 
une diff6rence de pression hydrostatique qui donne 
naissance au potentiel d'6coulement. Le syst6me 
d'6quations (8) s'6crit: 

dp 
- Z I F  - 71 ~ = -J3K~3 

- 73 dp "r3 ( K . c l  

+ K34c4 + K35c5). (19) 

La perm6abilit6 hydraulique g intensit6 de courant 
nulle D hest d6finie par: 

Vj3 
D h = (  -dzdP)' (20) 

Les 6quations (19) et (20) permettent alors de calculer 
la perm6abilit6 hydraulique pour une membrane 

ionisation variable, dans le mod61e de Spiegler 
homog6ne: 

~7~c3 
Dh = (Kl3cl + K34c 4 + K35c5). (21) 

4. LE MODI~LE DE FROTTEMENT 
DE SPIEGLER I'~TgROGI~NE 

Nous appelons mod61e h6t6rog6ne la repr6sent- 
ation de la membrane dans laquelle le volume du 
polym6re n'est pas n6glig6. Darts ce cas [11], la 
molarit6 des esp6ces n'est pas rapport6e au volume 
total de l'6changeur d'ions, mais au volume de la 
phase contenant les espies  mobiles. De m~me, le flux 
des esp6ces mobiles n'est pas rapport6 fi l'aire droite 
de la membrane, mais fi l'aire de passage laiss6e libre 
par les esp6ces imperm6ables repr6sentatives de la 
matrice du polym6re. 

La repr6sentation h6t6rog6ne se diff6rencie essen- 
tiellement de la repr6sentation homog6ne par le mode 
de calcul des flux et des concentrations: elle peut ~tre 
consid&6e comme une g6n6ralisation des nombreux 
mod61es de type capillaire d6crits dans la litt6rature, 
mais poss6de la caract6dstique essentielle de ne 
pas imposer de forme g6om6trique particuli6re fi la 
matrice du polym6re. 

Nous appliquons l'6quation de frottement de 
Spiegler (6quation 8) fi la repr6sentation h6t6rog6ne, 

Z~F2ct(Kl3ct + K34c4 + K35c5) 
(16) 

Kl3K14clc4 + KisKi3clc5 + K13K34c3c4 + K13K35c3c5 + (KI4K35 + KIsK34)c4e5 + KI4K34c 2 + KIsK35c~ 
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en remplafant dans cette 6quation ies flux et les 
molarit6s par des grandeurs rapport6es fi la phase des 
esp6ces mobiles: 

dz k-I E \c~ ck/" 

On appelle ~ la porosit6 de 1'6changeur d'ions. 
Nous remarquons en comparant cette 6quation avec 
l'6quation de frottement darts le mod61e homog6ne 
que les coefficients sym6triques K~ sont remplac6s par 
des coefficients de frottement sym6triques "effectifs" 
K,k / *. 

Pour calculer les formules concernant la conduc- 
tivit6 61ectrique, le nombre de transport de l'eau, et 

coefficients mutuels de diffusion: 

R T  
K~ = cDi---~k" (26) 

On voit donc que les deux mod61es ne sont pas 
6quivalents. Lors du gonflement de la membrane, la 
molarit6 c croit: si D~ est constant, Ka va d6croitre. 
Par contre si K~ est une constante, Da va croitre lors 
du gonflement. L'6quation (26) permet cependant de 
passer ais6ment d'une formule d6montr6e dans le 
mod61e de Spiegler homog6ne li l'expression 6quiv- 
alente dans le mod61e de Stefan-Maxwell. Nous 
donnons les formules correspondantes pour le mod- 
61e de Stefan-Maxwell en appliquant l'6quation (26): 

--Conductivitb dlectrique 

k = 

z ~ e :  cle {e l  ~_ e, c~ 

1 ) c~ c~ 
Cle 4 "]- - -  "[- - -  "]- - -  "~" e 4 u s '  e l c  5 . c 3 c  4 . c 3 e  5 , ~ f _ _ l  + ~ D I 4 D 3 4  + DlsD35 

Dl314 DI3DI5 DI3DI4 Dl3 D35 ~D14D35 + - -  

(27) 

la perm6abilit6 hydraulique, il suffit de remplacer les 
coefficients Kik du mod61e de Spiegler homog6ne par 
les coefficients "6ffectifs". Pour la conductivit6 61ec- 
trique et la perm6abilit6 hydraulique on multiplie le 
deuxi6me membre des 6quations (16) et (21) par E. 
Pour le nombre de transport de l'eau l'6quation (18) 
est inchang6e. 

5. LE MODI~LE DE DIFFUSION 
DE STEFAN-MAXWELL 

L'6quation de Stefan-Maxwell est l'6quation de 
diffusion des m61anges de gaz parfaits. Elle a 6t6 
d6montr6e fi partir de la th6orie de la m6canique 
statistique pour les gaz parfaits par Hirschfelder et al. 
[12]. La g6n6ralisation de cette 6quation ~ un m61ange 
quelconque, et son application au transfert de mati6re 

travers les membranes 6changeuses d'ions est 
l'oeuvre de Lightfoot et al. [13]. L'6quation 
s'applique pour la repr6sentation de la membrane 
d6finie pr6c6demment. Dans les conditions de validit6 
de r6quation de Spiegler homog6ne (8), 1'6quation de 
diffusion de Stefan-Maxwell s'6crit: 

k=. c, RTf . I~_Jk" ~= z,  F d E  17 idp d#, (23) 
*~=1 eDik \ci ck/ - " ~ -  dz dz 

c Est la molarit6 totale des esp6ces (mobiles et 
immobiles): 

k=n 

c = ~ Ck. (24) 
k=l  

Les coefficients de diffusion mutuels D~ ont la propri- 
&6 de sym6trie: 

D~ = Dkj. (25) 

On remarque que l'6quation de Stefan-Maxwell 
(6quation 23) a la m~me forme que l'6quation de 
diffusion de Spiegler (6quation 8). II suffit pour passer 
de la seconde ~i la premi6re de remplacer les 
coefficients de frottement sym6triques en fonction des 

--Nombre de transport de l'eau 
C3 

Dl3 
tw (28) 

Cl e, e , '~ '  zl N÷N+N)  

--Perrn~abilitb hydraulique 

ce]c3 
= (29) 

C4 C5 ) "  

6. R]~SULTATS EXPI~REMENTAUX 

Les m6thodes de mesure des concentrations [5], de 
la conductivit6 61ectrique [6], de la perm6abilit6 hy- 
draulique [7] et du nombre de transport de l'eau [8] 
ont 6t6 publi6es pr6c6demment. La membrane 6tudi6e 
est constitu6e par du polyalcool vynilique greff6 par 
l'acide acrylique suivant la m6thode aux ions c6riques 
d6crite par Mino et aL [14] et par Rogovine [15]. 

Nous avons travaill6 avec 9 6chantillons d'une 
m~me membrane dgcoup6e fi raide d'un emporte- 
pi6ce de 30 mm. Les caract6ristiques moyennes de ces 
6chantillons sont les suivantes [5]: 

--masse fi sec sous forme acide: 0,1163 g; 
-- taux de gonflement sous forme acide dans l'eau: 

0,498; 
--capacit6 d'gchange sous forme acide par rapport 

fi la masse fi sec sous forme acide: 
CM = 2,04 meq/g. 

La membrane conditionn6e sous forme acide et 
abondamment rinc6e ~ l'eau permut6e, est mise en 
pr6sence de 300 ml d'un 61ectrolyte support de chlo- 
rure de potassium centi-molaire soigneusement d6- 
carbonat6 par bullage d'azote tr6s pur (afin d'61iminer 
le CO: dissout). On neutralise graduellement les 9 
6chantillons avec une solution titr6e de potasse. 
L'6quilibre test6 par pH m6trie est obtenu en une 
semaine environ sans agitation. 



n 

E 
o 

o 

N 5  

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0,0 
0,0 

n C l  

• Co 

, I , I , I , I i I 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Y 

Fig. 1. Ordonn6e, c~, Co (mol/1); abscisse, y; ldgende, molarit6 des contre-ions c Iet des sites fonctionnels 
c o en fonction du taux de neutralisation y [5]. 

Le pH fi l'6quilibre, la masse humide, le volume 
sont alors mesur6s. On calcule ensuite les concen- 
trations c~ et co (Fig. 1) des contre-ions potassium et 
des sites fonctionnels, ainsi que la molarit6 relative de 
l'eau Y3 (Fig. 2), d6fini comme 6tant le nombre de 
mol6cules d'eau libre par site fonctionnel. Pour ce 
dernier calcul, deux hypoth6ses ont 6t6 6mises, con- 
cernant rhydratation des sites fonctionnels et du 
contre-ion dans la membrane. 

Dans la premidre hypoth~se, on suppose que ni les 
sites fonctionnels ionis6s, ni les contre-ions potassium 
ne sont hydrat6s. 

Dans la seconde hypoth~se, on suppose que les sites 
fonctionnels ionis6s sont hydrat6s par 2,6 mol6cules 
d'eau, valeur admise par Spiegler [2] pour les ions 
m&hacrylate dans une r6sine synth&is6e par co- 
polym6risation d'acide m6thacrylique et du dim&h- 
acrylate d'6thyl6ne glycol. On suppose par ailleurs 
que le contre-ion potassium est hydrat6 par 0,6 
mol6cules d'eau comme en solution aqueuse [16]. 

Le degr6 de dissociation est d~fini par: 

C 1 
Yl : - - -  (30) 

Co 

Le nombre total d'esp6ces c intervenant dans les 

6quations de Stefan-Maxwell et la porosit6 E inter- 
venant dans les 6quations de Spiegler h&6rog6nes, en 
l'absence de co-ions, sont donn6s par: 

c = c0(l +y~ +Y3) (31) 

et 

= C0(~:~I 'Yl  + I73"Y3)" (32) 

Afin d'6valuer la concentration des co-ions, dans le 
cas le plus d~favorable, nous avons suppos6 que le 
liquide interstitiel dans la membrane avait la m~me 
concentration que l'~lectrolyte support. Nous avons 
calcul~ le rapport 0* entre la molarit6 major6e du 
co-ion et celle du contre-ion: 

0* = [el-]  (171y I --I-- V3Y3)/Yl, (33) 

[CI-] est la molarit~ de l'~lectrolyte support, 0* est 
repr6sent6 en fonction du taux de neutralisation y sur 
la Fig. 3. Pour la premi&e hypoth6se d'hydratation 
des esp~ces, 0* varie de 5,45 ~i 1,23%, tandis que pour 
la seconde hypoth~se 0* varie entre 5,40-1,20%. On 
peut done estimer, m~me dans le cas ofl l 'on ne tient 
pas compte de I'exclusion de Donnan, que la molarit6 
du co-ion est n6gligeable devant celle du contre-ion. 
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Fig. 2. Ordonn~e, y~; abscisse, y; l~gende, molarit~ relative de l'eau Y3 dans les deux hypotheses 
d'bydratation en fonction du taux de neutralisation y [5]. 
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Fig. 3. Ordonn6e, 0"; abscisse, y; li, gende, molarit6 relative major6e des sites fonctionnels 0* dans les deux 
hypoth6ses d'hydratation en fonction du taux de neutralisation y [5]. 

Nous avons 6galement repr6sent6 la conductivit6 
6quivalente de l ' ion potassium dans i '6changeur 
d ' ions (Fig. 4) ainsi que la perm6abilit6 hydraulique 
(Figs 5-7). 

Le d6bit 61ectroosmotique pour une membrane 
compl6tement neutralis6e est de 55,2ml/F [8]. Ce 
d6bit correspond ~ la somme des d6bits volumiques 

de l ' ion potassium et de l 'eau transf6r6e par 61ectro- 
osmose. Le Tableau 1 donne le nombre de transport 
de l 'eau dans les deux hypoth6ses d 'hydratat ion des 
esp6ces ioniques dans l '6changeur d'ions. Nous re- 
marquons que la valeur du nombre de transport de 
l 'eau est +troitement li~e ~ l'hypoth+se sur 
l 'hydratat ion des esp~ces. 
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, I , I , I , I i I 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Y 

Fig. 4. Ordonn6e, 2 (fl ~ ' cm 2 eq-i); abscisse, y; l~gende, conductivit6 6quivalente du contre-ion potassium 
2 en fonction du taux de neutralisation y [6]. 
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Fig. 5. Ordonn6e, D h (m sec- ~/Pa. m- t). 10~7; abscisse, y; l~gende, perm6abilit6 hydraulique D h mesur6e 
et calcul6e ~ l'aide du mod61e de Spiegler h6t6rog6ne dans des deux hypoth6ses d'hydratation ca fonction 

du taux de neutralisation y. 
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Fig. 6. Ordonn6e, D h (m sec-'/Pa, m-i).  1017; abscisse, y; l#gende, perm6abilit6 hydraulique D h mesur6e et 
calcul6e/t l'aide du mod61e de Spiegler homog6ne dans les deux hypoth6ses d'hydratation en fonction du 

taux de neutralisation y. 

6 
o -- 5 

© 4 
eL  

3 
w 

~" 2 

I 
~ D h  Calcul I 

• Dh Calcul 2 

0 i i i i i | i 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Y 

Fig. 7. Ordonn6e, D h (m sec-l/Pa . m-I) . 1017; abscisse, y; l~gende, perm6abilit6 hydraulique D h mesur6e 
et calcul6e ~i l'aide du mod61e de Stefan-Maxwell dans les deux hypoth6ses d'hydratation en fonction du 

taux de neutralisation y. 

7. TRAITEMENT DES 
RI~SULTATS EXPI~RIMENTAUX 

Nous traitons les r6sultats pour un ion monovalent  
(Z~ = 1). Le nombre de transport  de l 'eau ~i ionisation 
totale est obtenu ~i l 'aide de la formule (18) en posant 
c5, molarit6 des sites fonetionnels non  ionis6s, 6gal ~i 
z6ro, ainsi que cj et c4 ~gaux ~i Co: 

KI3Y3 
t ,  = Kl3 + K34" (34) 

En posant: 

K34 DI3 

a =KI3 D~ (35) 

Tableau 1. Nombre de transport de I'eau t .  et coefficient " a "  d6fini 
par I'6quation (35) [8 I 

Nombre 17; tw 
d 'hydratat ion (ml/mol) (mol/F) a 

K ÷ , 0 
~ O O ~  0 5,93 2,74 23,84 

K ÷ 0,6 16,73 2,14 29,31 
~ O O ~  2,6 

On obtient l'expression du nombre de transport  de 
l'eau: 

Y3 (36) 
t * = l +  a '  

Les valeurs de "a" ,  dans les deux hypoth6ses 
d 'hydratat ion sont donn6es dans le Tableau I. 

Le traitement statistique par la m6thode de la 
r6gression lin6aire multiple des r6sultats de conduc- 
tivit6 61ectrique n'est possible qu 'en faisant une ap- 
proximation [11]: 

K34 = K35 et D34 ----- D35. (37) 

Les deux esp6ces 4 repr6sentative des sites 
fonctionnels ionis6s, et 5 repr6sentative des sites 
fonctionnels non ionis6s, ne diff6rent que par 
l 'adjonction d 'un  proton H ÷ de petite taille (et 6ven- 
tuellement par l 'hydratat ion des sites fonctionnels 
ionis6s). On peut donc estimer, surtout dans le cas 
d 'une  faible hydratat ion de l'esp6ce 4, qu'elles sont de 
taille et de forme comparables, et que leur coefficient 
sym6trique de frottement, ainsi que leur coefficient 
mutuel de diffusion avec l 'eau ont des valeurs tr6s 
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voisines. Nous obtenons ~ partir des 6quations (16), 
(22), (27), (35) et (37): 

--Dans le module de Spiegler homog~ne 

F 2 + K15 ay3 
= (KI4 -- Kls) + K13 (38) 

Yl Yl(Yt + a)" 
--Dans le module de Spiegler hkt~rog~ne 

F2._._.~ = ( K I 4  - -  K l s )  + g 1 5  + KI 3 a y 3  (39) 
k Y~ Y~(Yl + a)" 

--Dans le modOle de Stefan-Maxwell 

F2c ( 1  1 ) +  1 a Y3 (40) 
k R T  = D-~4 1~  ylDl----~5 "~- 1~3 y,(yl + a)" 

Les 9 r6sultats de conductivit6 61ectrique trait6s par 
un programme standard de r6gression lin6aire multi- 
ple, permettent de calculer, apr6s l'exploitation du 
nombre de transport de l'eau ~ ionisation totale, les 
coefficients sym6triques de frottement g 1 4  , K~5,  K13 et 
K34 ainsi que les coefficients mutuels de diffusion 
correspondants (Tableau 2). Afin de tester les trois 
mod61es, nous calculons la perm6abilit6 hydraulique 
~t l'aide des coefficients estim6s par les formules 
approch6es suivantes, qui sont obtenues ~i partir des 
6quations (21), (22) et (29): 

--Dans le module de Spiegler homog~ne 

V 2 y  3 

Dh KI3Y~ + K34" (41) 

--Dans le module de Spiegler h~t~rog~ne 

e ff23y 3 
Dh -- KI3Yl + K34" (42) 

--Dans le module de Stefan-Maxwell 

V ~ y 3  c 

Dh R T (  Y ~ + 1 " 
\ D I 3  ~434) (43) 

Les courbes repr~sentant les perm6abilit6s hydrau- 

liques calcul6es et exp6rimentales dans les trois mod- 
61es sont repr6sent6es sur les Figs 5-7. 

8. D I S C U S S I O N  

Le Tableau 2 montre que l'6cart-type des 
coefficients de frottement sym6triques estim6s Kl3 
dans le mod61e de Spiegler homog6ne, pour les deux 
hypoth6ses d'hydratation, sont voisins de la valeur 
des coefficients estim6s eux-m6mes. Ce fait montre 
que ce coefficient n'est pas constant. Par ailleurs, les 
perm6abilit6s hydrauliques calcul6es dans ie mod61e 
de frottement de Spiegler homog6ne, ~i partir des 
r6sultats de la conductivit6 61ectrique et du nombre de 
transport de l'eau, sont en moyenne quatre fois plus 
~lev6es que les perm6abilit6s hydrauliques mesur6es 
(Fig. 6). On peut remarquer que le coefficient de 
frottement K, 3 pour l'ion potassium, obtenu ~ partir 
de la conductivit6 6quivalente limite dans reau est 
environ six fois plus 61ev6 que la valeur de ce m6me 
coefficient calcul6e dans la membrane. Ce mod61e ne 
semble donc pas d6crire de fa~on satisfaisante nos 
r6sultats exp6rimentaux. 

Dans le mod61e de Spiegler h6t6rog6ne l'6cart type 
pour le coefficient estim6 K~3 ne d6passe pas 40% de 
la valeur du coefficient lui-m6me dans les deux hy- 
poth6ses d'hydratation (Tableau 2). Par ailleurs ce 
mod61e permet de pr6voir avec une bonne pr6cision 
la perm6abilit6 hydraulique: dans le cas de 
l'hypoth6se 1 du calcul des concentrations, l'6cart 
moyen entre des r6sultats calcul6s et exp6rimentaux 
n'est que de 2,4% (Fig. 5). La perm6abilit6 hydrau- 
lique calcul6e dans la deuxi6me hypoth6se 
d'hydratation est d'environ 30% inf6rieure au r6- 
sultat exp6rimental. Le mod61e de Spiegler h6t6ro- 
g6ne semble donc plus appropri6 que le mod61e 
homog6ne pour d6crire le transfert de mati6re ~i 
travers la membrane 6tudi6e. Par ailleurs le coefficient 
sym6trique K13 en solution aqueuse est environ 1,6 
fois plus 61ev6 que celui calcul6 dans la membrane 
6changeuse d'ions. Ceci tend ~ montrer que l'ion 

Tableau  2. Coefficients sym~triques de f rot tements  K o estim6s et coefficients de 
diffusion mutuels  estim6s D~ par  la m&hode  de la r6gression lin6aire mult iple 

Hypoth6se  1 Hypoth6se  2 

Coefficient Coefficient Ecar t - type  Coefficient Ecar t - type  

.1 m sec mo1- 2 Moddle de Spiegler homogdne 
Ki3 3,91" 106 3 ,32 .10  ° 3,90" 106 3,31 . 106 
KL4 4,69" 109 0,13" 109 4,70" 109 0,15- 109 
KI5 3,55 '  109 0,11 • 109 3,55" 109 0, l I • 109 
K3, ~ K35 9 ,32 '  107 7,91 • 107 1,14" l0 s 0,97" 108 

J m sec rnol 2 Moddle de Spiegler hbtbrogbne 
Ki3 1,39.107 0,56-107 1,46.107 0,55.107 
Ki4 3,12.109 0,23.109 2,96-109 0,22.109 
KI5 1,89.109 0,18.109 1,86-109 0,17.109 
/(34 = K35 3,31 • 10 s 1,33.108 4,28" 108 1,60. l0  s 

secm -2 ModUle de S te fan-Maxwe l l  
I/Dl3 2,82" 10 s 1,28. I0 s 3,00" I0 s 1,24-10 s 
I/D]4 7,41" 10 ]° 0,53" 10 I° 6.94" 101° 0,49-101° 
l/Dis 4,48 '  10 I° 0,41 • 10 I° 4 ,42 '  10 ]° 0 ,40-10 L° 
I /D~  = 1/D3s 6,72-109 3,05.109 8,78 '  109 3,63.109 

m 2 Sec I 
DI3 3,55"10 9 __ 3 ,33 .10-9  __ 
Di4 1,35" 10 -I t  - -  1 ,44.10 -II - -  
D~5 2 ,23 .10  - ~  - -  2,26"10 H __ 
D34 = D35 1,49" 10 -1° - -  1,14" 10 l0 __ 
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potassium est moins hydrat6 dans le polym6re qu'il 
ne l'est dans l'eau. 

Pour le mod61e de Stefan-Maxwell, les 6carts-types 
observ6s sur le coefficient estim6 Oi3 repr~sentent 
45% pour la premi6re hypoth6se et 41% pour la 
seconde hypoth6se d'hydratation de la valeur du 
coefficient estim6. Maigr6 ces 6carts-types relative- 
ment importants dans le mod61e de Stefan-Maxwell, 
les perm6abilit+s hydrauliques sont en moyenne su- 
p6rieures de 11% aux perm~abilit~s exp6rimentales 
dans la premi6re hypoth6se d'hydratation, tandis que 
dans la seconde hypoth6se l'6cart moyen observ6 est 
de l 'ordre de 20% inf6rieur aux r6sultats exp6ri- 
mentaux (Fig. 7). On peut donc estimer que ce 
mod61e permet de pr6voir avec une pr6cision rai- 
sonnable les r6suitats exp6rimentaux observ6s sur la 
membrane que nous avons 6tudi6e. On trouve donc 
des coefficients de diffusion mutuels relativement 
constants qui permettent de d6crire le transfert de 
mati~re fi travers cet 6changeur. Le coefficient de 
diffusion mutuel D13 dans la membrane n'est que 1,7 
fois plus 61ev6 que celui obtenu dans l'eau (dans 
l'hypoth6se off r ion potassium est suppos6 hydrat6). 
Ce fait semble encore donner un avantage au mod61e 
de Stefan-Maxwell par rapport ~i celui de Spiegler 
homog6ne. La s6quence suivante est observ6e: 

DI3  > D34 = D35 > DIS > D I 4 .  

Elle est l'inverse de celle qui est observ6e pour les 
coefficients sym&riques de frottement: 

KI3 < K34 = K35 < K~5 < KI4. (44) 

Pour la premi6re fois fi notre connaissance, nous 
avons pu calculer les coefficients K~5 et D~5 traduisant 
les interactions du contre-ion avec les parties neutres 
de la matrice du polym6re. Pour l'6changeur d'ions 
6tudi6, on constate qu'~ volume de polym6re 6gal, ces 
interactions repr6sentent dans le mod61e de 
Stefan-Maxwell entre 61 et 64% de celles observ6es 
entre le contre-ion avec les parties 61ectriquement 
charg6es de la matrice du polym6re. Ce m~me rapport 
est observ~ entre les coefficients K~5 et K~4 dans le 
mod61e de Spiegler h6t6rog6ne. Ces r6sultats peuvent 
provenir du fait que l'6changeur d'ions 6tudi6 ayant 
une assez faible capacit6 d'6change, les esp6ces repr6- 
sentatives de la matrice sont de grande taille, et que 
l'influence de la charge 61ectrique s'en trouve quelque 
peu diminu6e. 

II est souhaitable, au vu de nos r6sultats exp6ri- 
mentaux, de discuter qualitativement de la validit6 
des trois mod61es que nous comparons. La premi6re 
remarque est que ni les mod61es de Spiegler h6t6ro- 
g6ne, ni celui de Stefan-Maxwell ne donnent enti6re 
satisfaction. Les 6carts-types observ6s sur le plus petit 
des coefficients (K~3 ou 1/DI3 ) sont importants. I1 est 
6vident qu'au cours du gonflement les esp6ces 4 et 5 
representatives de la membrane, m~me si leur volume 
reste ~i peu pr6s constant, subissent des d6formations, 
ce qui contredit l'hypoth6se d'esp6ces parfaitement 
d~termin6es avec une g6om6trie bien d6finie. Les trois 
mod61es seraient plus appropri6s pour la repr6sent- 
ation d'une membrane min6rale rigide, ou d'une 
membrane polym6re fi gonflement constant. La sec- 
onde remarque concerne l 'apparente sup6riorit6 du 
mod61e de Stefan-Maxwell et du mod61e de Spiegler 
h6t6rog6ne sur celui de Spiegler homog6ne. Pour les 

trois mod61es nous avons 6crit l'6quation de transfert 
de resp6ce i sous la forme: 

--Pour le modOle de Spiegler homogOne 

f,~ = c~K~. (2) 

--Pour le modOle de Stefan-Maxwell 

Ck R T  
fk . . . .  - (46) 

c D~k 

--Pour le modOle de Spiegler hbtbrogOne 

fk = Ck K~k/E. (47) 

Le coefficientfk, coefficient de frottement, exprime 
la probabilit6 de choc d'une mole de l'esp6ce i avec 
les particules k se trouvant dans son voisinage. 

Dans le mod61e de Spiegler homog6ne f,k est pro- 
portionnel ~ la molarit6 de l'esp6ce k. Ce mod61e 
suppose donc que l'esp6ce k peut se trouver darts tout 
le volume de l'6changeur, sans tenir compte du fait 
que les esp6ces susceptibles d'avoir des interactions 
sont localis6es dans le volume libre non obstru6 par 
la matrice du polym6re. La probabilit6 de chocs serait 
mieux estim6e en utilisant des concentrations locales 
dont la r6f6rence est le volume des esp6ces mobiles au 
lieu des concentrations globales rapport6es ~i tout le 
volume du polym6re [9]. C'est ce que nous avons 
effectu6 en introduisant le mod61e de Spiegler h6t+ro- 
g6ne. 

L'6quation de Stefan-Maxwell (6quation 23) cor- 
rige l'6quation de Spiegler en rempla~ant la molarit6 
de l'esp~ce k, ek, par sa fraction molaire ck/c. Dans 
c, molarit6 totale des esp6ces dans la membrane 
(mobiles et immobiles), apparaissent 6galement les 
esp+ces repr6sentatives du polym6re (esp~ces 4 et 5). 
Mais cette correction n'apparait  que sous la forme 
d'une fraction molaire d'esp+ces, chacune d'elles, quel 
que soit leur volume, 6rant compt+e de la m~me 
faqon. Dans c le terrne le plus important (~quation 24) 
est c 3 molarit6 de l'eau. Pour une membrane tr+s 
hydrophile c est tr6s voisin de c3 et fk peut alors 
s'6crire: 

ck 73 R T  
f~k -- C3 73 Dik" (48) 

E l~tant la porosit6 de la membrane: 

E = C 1 ~7 1 "1- C 3 ~7 3 ~ c 3 7 3 . (49) 

Dans ces conditions le facteur f~ est proportionnel ~t 
Ck/E qui est la concentration de l'esp6ce k dans la 
phase des esp6ces mobile et repr6sente la concen- 
tration locale de l'esp6ce k. Le mod61e de 
Stefan-Maxwell et le mod61e de Spiegler h6t6rog6ne 
sont voisins et repr6sentent avec une assez bonne 
pr6cision une membrane hydrophile comme celle que 
nous avons 6tudi6e. 

9. C O N C L U S I O N  

Dans cette 6tude nous avons donn6 la repr6sent- 
ation d'une membrane fi ionisation variable en 
d6finissant deux esp6ces repr6sentatives de la matrice 
de l'6changeur d'ions; la premi6re esp6ce repr6sente 
les sites fonctionnels ionis6s, la seconde repr6sente les 



632 PIERRE SCHAETZEL et BERNARD AUCLAIR 

sites fonctionnels non ionisgs. Dans cette reprrsent- 
ation nous d6velopp6 les 6quations permettant de 
calculer la conductivit6 61ectrique, le nombre de 
transport de l 'eau ainsi que la perm6abilit6 hydrau- 
lique dans les modrles de frottement de Spiegler 
(homog6ne et h6t6rog~ne) ainsi que dans celui de 
Stefan-Maxwell.  

Les quatre coefficients de transfert de mati6re d 'une 
membrane carboxylique ont 6t6 calculgs fi partir du 
r6sultat exp6rimental du nombre de transport de reau  
~i ionisation totale et par la m&hode de la r6gression 
lin6aire multiple appliquge aux rgsultats exp6ri- 
mentaux de la conductivit6 61ectrique fi ionisation 
variable. Ce traitement, utilis6 pour la premi6re fois 

notre connaisance dans le domaine du transfert de 
mati6re fi travers les membranes 6changeuses d'ions, 
n 'a  pu 6tre utilis6 qu 'au  prix d 'une approximation: on 
a suppos6 que les interactions entre l 'eau et les sites 
fonctionnels R -  et RH sont identiques. 

Les coefficients estim6s dans le mod61e de 
Stefan-Maxwell  et dans celui de Spiegler h6t6rog6ne 
ont permis de prgvoir avec une assez bonne pr6cision 
la perm6abilit6 hydraulique, tandis que dans le mod- 
61e de Spiegler homog6ne les valueurs calcul6es sont 
en moyenne quatre lois supgrieures aux valeurs mes- 
ur6es. Des consid6rations qualitatives sur les 6qua- 
tions de transfert de mati6re montrent  que ie mod61e 
de Spiegler homog6ne sous-estime la probabilitg de 
choc entre les esp6ces et que le mod61e de 
Stefan-Maxwell  est appropri6 fi rest imation du 
transfert de mati6re dans des 6changeurs d'ions 
taux de gonflement important.  Ces considgrations 
nous ont amen6 fi proposer un nouveau mod61e 
d~riv6 de celui de Spiegler: le module de Spiegler 

h6t6rog6ne, qui permet d'interpr6ter, avec une prg- 
cision comparable fi l'&quation de diffusion de 
Stefan-Maxwell  nos r6sultats exp6rimentaux. 
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Almract--Electrical conductivity, water transport number and hydraulic permeability of a weak 
functional group ion exchanger are computed when the co-ion concentration is zero for the homogeneous 
and the heterogeneous frictional models and for Stefan-Maxwell's diffusion model. These three transport 
characteristics of a weak-acid carboxylate membrane are measured at various neutralization rates, in a 
support electrolyte at low concentration. Symmetrical friction coefficients and mutual diffusion coefficients 
are computed from water transport number at total ionization and by multiple regression analysis of 
electrical conductivity data at various degrees of neutralization. Comparison of computed and experi- 
mental hydraulic permeabilities shows that the Stefan-Maxwell diffusion model and the heterogeneous 
frictional model are more appropriate than Spiegler's frictional model to predict mass-transport through 
the tested weak-acid membrane. 


